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聚类：K-means

• 聚类目标：

 将数据集中的样本划分为若干个通常不相交的子集（“簇”，cluster）.

 聚类既可以作为一个单独过程（用于找寻数据内在的分布结构），也可作为分类等其他学习任务

的前驱过程.
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聚类：K-means

• K均值聚类（K-means）
 算法6.3
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聚类：K-means

• 视觉词向量 Visual Bag-of-Words
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聚类：K-means

•  无监督特征学习（PCA+k-means）
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聚类：K-means

• 无监督特征学习（PCA+k-means）
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大纲

• k近邻学习

• 维数灾难

• 主成分分析

• 流形学习

• 度量学习
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维数灾难 (curse of dimensionality)

• 用３类模式识别问题举例

 一个简单的方法是：

• 将特征空间划分为小bins

• 计算每个bins里边每个样本对于每一类的ratio

• 对于一个新的样本，找到它所在的bin然后将它划分到该bin里最主要的类里 

• 这个方法类似于k-nn算法，和桶算法类似

 比如我们用单特征来划分三个类的９个实例： 
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维数灾难 (curse of dimensionality)

• 在一维我们会注意到类之间会有太多重叠,于是我们就决定引入第二个特征试图增加

可分性． 

在二维空间，如果
我们选择保留样本密度，那么样本点数量就从９激增至9*3=27
我们选择保留样本数量，那么２维的散点图就十分稀疏 
该怎么抉择呢？再增加一个feature？ 
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维数灾难 (curse of dimensionality)

• 在３维空间，事情变得更糟糕：

 bins的数量增加到27

 维持样本密度不变，样本点的数量就增加到了81

 维持样本点个数不变，那么3D散点图几乎就是空的

很明显，我们用相同的bins来划分样本空间的办法是十

分低效率的
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维数灾难 (curse of dimensionality)

• Richard E.Bellman(发明动态规划的美国应用数学家) 在1961年提出了这个术语：

The "Curse of dimensionality", is a term coined 

by Bellman to describe the problem caused by 

the exponential increase in volume associated 

with adding extra dimensions to a 

(mathematical) space.

随着维数增加，（数学）空间的体积指数型增长。
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维数灾难 (curse of dimensionality)

• 维度灾难更加深刻的含义

 保持样本密度需要指数级增长的样本数量 

 给定一个密度为N的样本和D维，需要的总样本数为 ND

 密度估计的目标函数复杂性也随着维度增长呈指数增长

定义在高维空间的函数比定义在低维空间的函数复杂的多，

并且那些复杂性是难以辨明的复杂．这意味着，为了更好

的学习它，越复杂的函数需要越密集的样本点。

 --by Friedman( famous for his friedman test)

在高维情形下出现的数据样本稀疏、距离计算困难等问题，是所有机器学习方法共同面临的严重障碍，
被称为“维数灾难”。 
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维数灾难 (curse of dimensionality)

• 我们如何打败维度灾难？

 引入先验知识？

 提高目标函数的光滑性（例如光滑核方法），可使问题的推论性增强，甚至变为解析问题．然而，

这需要大量的训练样本和训练时间．

 减少维度！（是否和前面加入特征矛盾）

• 在实践中，维度灾难意味着，给定一个样本大小，存在一个维数的上限，超过了这个

上线，分类器的性能就会不升反降． 
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维数灾难 (curse of dimensionality)

• 特征选择　vs. 特征提取

 Feature extraction:从现有的特征组合中生成一个特征子集

 Feature selection:选择包含全部特征信息的子集（新的特征由原来的一维或者多维特征映射获得） 
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低维嵌入

• 缓解维数灾难: 降维(dimension reduction)
 通过某种数学变换，将原始高维属性空间转变为一个低维“子空间” (subspace)

• 子空间: 密度大幅度提高，距离计算容易
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低维嵌入

• 缓解维数灾难的一个重要途径是降维(dimension reduction)
 即通过某种数学变换，将原始高维属性空间转变为一个低维“子空间” (subspace)，在这个子空

间中样本密度大幅度提高，距离计算也变得更为容易。

p 为什么能进行降维？
l 数据样本虽然是高维的，但与学习任务                                      

密切相关的也许仅是某个低维分布，                                       
即高维空间中的一个低维“嵌入”                             
(embedding)，因而可以对数据                                                
进行有效的降维。



Fei Gao 19

低维嵌入

在3维空间中，数据分别如银河系，每颗星代表一个数据点（图1）。从图3中可以看出，数据在其中一维上，方差较其它两维要小得多，即，在该方向
上的特征值的模较小。那么在保留大部分信息的前提下，去掉这一维，得到的二维数据（图2）也是能较好反应原始数据的。

• 为什么能进行降维？

 数据样本虽然是高维的，但与学习任务密切相关的也许仅是某个低维分布，即高维空间中的一个

低维“嵌入” (embedding)。
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主成分分析

• 主成分分析(Principal Component Analysis, 简称PCA)
 对于正交属性空间中的样本点，如何用一个超平面对所有样本进行恰当的表达？



Fei Gao 21

主成分分析

• 主成分分析 PCA
 若存在这样的超平面，那么它大概应具有这样

的性质：

• 最近重构性：样本点到这个超平面的距离都

足够近；

• 最大可分性：样本点在这个超平面上的投影

能尽可能分开。
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主成分分析

• 主成分分析 PCA
 若存在这样的超平面，那么它大概应具有这样

的性质：

• 最近重构性：样本点到这个超平面的距离都

足够近；

• 最大可分性：样本点在这个超平面上的投影

能尽可能分开。

基于最近重构性和最大可分性，能分别得到主成分
分析的两种等价推导。
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主成分分析

• 最近重构性

 对样本进行中心化，                   ， 再假定投影变换后得到的新坐标系为                               ， 其
中       是标准正交基向量，
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主成分分析

• 最近重构性

 对样本进行中心化，                     ， 再假定投影变换后得到的新坐标系为                               ， 
其中        是标准正交基向量，

 若丢弃新坐标系中的部分坐标，即将维度降低到              ，则样本点在低维坐标系中的投影

是                                           ，                   是         在低维坐标下第      维的坐标，

 若基于       来重构       ，则会得到
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主成分分析

• 最近重构性

 考虑整个训练集，原样本点      与基于投影重构的样本点       之间的距离为

 根据最近重构性应最小化上式。考虑到         是标准正交基，               是协方差矩阵，有

 这就是主成分分析的优化目标。 
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主成分分析

• 最大可分性

 样本点        在新空间中超平面上的投影是             ，若所有样本点的投影能尽可能分开，则应该使

得投影后样本点的方差最大化。

 方差

 将每个字段的均值都化为0
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主成分分析

• 最大可分性

 样本点        在新空间中超平面上的投影是             ，若所有样本点的投影能尽可能分开，则应该使

得投影后样本点的方差最大化。

 投影后样本点的方差是                           ，于是优化目标可写为    
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主成分分析

• 最大可分性

 样本点        在新空间中超平面上的投影是             ，若所有样本点的投影能尽可能分开，则应该使

得投影后样本点的方差最大化。

 投影后样本点的方差是                           ，于是优化目标可写为    

与                                                   等价。
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主成分分析

• PCA的求解

 对优化式使用拉格朗日乘子法可得   

 只需对协方差矩阵            进行特征值分解，并将求得的特征值排序：                                      ，

 再取前     个特征值对应的特征向量构成                                            ，这就是主成分分析的解。
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主成分分析

• PCA算法
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主成分分析

正号表示预处理后的样本点，

斜着的两条线就分别是正交的特
征向量（由于协方差矩阵是对称
的，因此其特征向量正交），

最后一步的矩阵乘法就是将原始
样本点分别往特征向量对应的轴
上做投影。
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主成分分析

正号表示预处理后的样本点，

斜着的两条线就分别是正交的特
征向量（由于协方差矩阵是对称
的，因此其特征向量正交），

最后一步的矩阵乘法就是将原始
样本点分别往特征向量对应的轴
上做投影。
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主成分分析

eig函数返回特征值和特征向量的元组：

python中的numpy包计算均值和协方差：
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主成分分析
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主成分分析

• 图像PCA降维（保留50个特征值），然后重构
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主成分分析

• 特征脸：人脸图像PCA降维，不同特征值重构
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主成分分析

• 特征脸
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核化线性降维：核化主成分分析 (Kernelized PCA, KPCA)

• 线性降维方法假设从高维空间到低维空间的函数映射是线性的，然而，在不少现实任

务中，可能需要非线性映射才能找到恰当的低维嵌入：
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核化线性降维

• 核化主成分分析 (Kernelized PCA, 简称KPCA)
 假定      是由原始属性空间中的样本点       通过映射      产生，即  

 若     能被显式表达出来，则通过它将样本映射至高维空间，再在特征空间中实施PCA即可，即有

 并且
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流形学习

• 流形学习(manifold learning)是一类借鉴了拓扑流形概念的降维方法。“流形”是
在局部与欧氏空间同胚的空间，换言之，它在局部具有欧氏空间的性质，能用欧氏距
离来进行距离计算。

• 当维数被降至二维或三维时，能对数据进行可视

化展示，因此流形学习也可被用于可视化。

 t-SNE
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流形学习

• 流形学习(manifold learning)是一类借鉴了拓扑流形概念的降维方法。“流形”是

在局部与欧氏空间同胚的空间，换言之，它在局部具有欧氏空间的性质，能用欧氏距

离来进行距离计算。

• 若低维流形嵌入到高维空间中，则数据样本在高维空间的分布虽然看上去非常复杂，

但在局部上仍具有欧氏空间的性质，因此，可以容易地在局部建立降维映射关系，然

后再设法将局部映射关系推广到全局。

• 当维数被降至二维或三维时，能对数据进行可视化展示，因此流形学习也可被用于可

视化。

 t-SNE
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流形学习

• 等度量映射(Isometric Mapping，Isomap)

 低维流形嵌入到高维空间之后，直接在高维

空间中计算直线距离具有误导性，因为高维

空间中的直线距离在低维嵌入流形上不可达。

 低维嵌入流形上两点间的本真距离是“测地

线”(geodesic)距离。
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流形学习

• 等度量映射(Isometric Mapping，Isomap)
 测地线距离的计算：

• 利用流形在局部上与欧氏空间同胚这个性质，对每个

点基于欧氏距离找出其近邻点，

• 然后就能建立一个近邻连接图，图种近邻点之间存在

连接，而非近邻点之间不存在连接，

• 于是，计算两点之间测地线距离的问题，就转变为计

算近邻连接图上两点之间的最短路径问题。

 最短路径的计算可通过Dijkstra算法或Floyd算法实现。

 得到距离后可通过多维缩放方法获得样本点在低维空间中

的坐标。
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流形学习

• 等度量映射(Isometric Mapping，Isomap)
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流形学习

• 局部线性嵌入 (Locally Linear Embedding，LLE)

Science, 2000, 
290(5500):2323-2326.
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流形学习

AlphaGo
DeepMind, 2016

Lecun Y, Bengio Y, Hinton G. 
Deep learning[J]. 
Nature, 2015, 
521(7553):436.
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流形学习

• 局部线性嵌入 (Locally Linear Embedding，LLE)
 局部线性嵌入试图保持邻域内的线性关系，并使得该线性关系在降维后的空间中继续保持。

The problem of nonlinear dimensionality reduction, as illustrated (10) for three-
dimensional data (B) sampled from a two-dimensional manifold (A).
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流形学习

• 局部线性嵌入 (Locally Linear Embedding，LLE)
 局部线性嵌入试图保持邻域内的线性关系，并使得该线性关系在降维后的空间中继续保持。
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流形学习

• LLE
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流形学习

• LLE
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流形学习

• LLE
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流形学习

• LLE
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流形学习

• 局部线性嵌入 (Locally Linear Embedding，LLE)
 LLE先为每个样本       找到其近邻下标集合      ，然后计算出基于      的中的样本点对      进行线

性重构的系数        ：

 其中       和        均为已知，令                                                    ，       有闭式解
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流形学习

• 局部线性嵌入 (Locally Linear Embedding，LLE)
 LLE在低维空间中保持      不变，于是       对应的低维空间坐标       可通过下式求解：

重构误差最小
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流形学习

• 局部线性嵌入 (Locally Linear Embedding，LLE)
 LLE在低维空间中保持      不变，于是       对应的低维空间坐标       可通过下式求解：

 令

 则优化式可重写为右式，并通过特征值分解求解。

重构误差最小
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流形学习

• 局部线性嵌入 (Locally Linear Embedding，LLE)
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流形学习

• 局部线性嵌入 (Locally Linear Embedding，LLE)
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降维方法

• 降维方法类型
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降维方法

• 多层自动编码器
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降维方法

• 多层自动编码器
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论文解读

• 视觉词向量 Visual Bag-of-Words
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无监督特征学习（PCA+k-means）
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无监督特征学习（PCA+k-means）
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无监督特征学习（PCA+k-means）
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无监督特征学习（PCA+k-means）

• 编码




